UPJV 2023-2024
L3 MATHEMATIQUES ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE

CORRECTION SEANCE 2 (26 JANVIER)

T Premiers exemples

Exercice 3. Montrons que ¢(M') est un sous-module de N : on a
p(M') ={p(m) | m € M'}

- (M) est non vide car il contient ¢(0p7) = On.
- p(M’) est stable par somme : p(m) + @(m') = p(m +m’') et m +m’ € M car ¢’est un sous-module de M.
- (M) est stable par multiplication scalaire : ro(m) = p(rm) et rm € M car ¢’est un sous-module de M.

Montrons ensuite que ¢~ '(N’) est un sous-module de M : on a
e '(N') ={m e M | p(m) € N'}
Cet ensemble est non vide : il contient 0. Soient ensuite m, m’ € = (M) et A\, u € R, on a
p(Am + pm') = Ap(m) + pp(m’) € N’

car p(m),p(m’) € N' et que c’est un sous-module de N. On a donc Am + um’ € ¢~ 1(N') par définition.
En particulier, cet exercice prouve que Ker o = ¢~ 1({0}) et Im ¢ = (M) sont des sous-modules respectifs
de M et de N.

T Quelques situations fondamentales

Exercice 5.

1. On pouvait clairement admettre que ’application "polynéme d’endomorphisme" est un morphisme d’anneaux.
Je vais (beaucoup) détailler la preuve ici tout de méme.

Partie 1 : L’ensemble Endy(FE), muni de I’addition des morphismes et de la composition est un anneau.

Soient f,g € Endg(F), la somme f + g est 'application £ — E définie par

Ve e E, (f+9)(x):= f(z)+g(x).

On vérifie facilement que f + g est encore une application k-linéaire. Comme 'addition de F est associative et
commutative, I’addition de Endy(E) est associative et commutative elle aussi. Ensuite, on note Ogpq € Endg(E)
Papplication nulle, qui envoie tout = € E sur Og € E. Pour f € Endi(FE), on a

Vo € B, (f + Ogna)(z) = f(2) + Opna(2) = f(2) + 05 = f.

Donc f + Ogpg = f. De méme, Ogng + f = f et Ogng est un neutre dans Endg(E) pour la loi 4+. Ensuite, un
opposé & f € Endg(F) est donné par 'application z — —f(z) pour x € FE (il s’agit bien d’une application
linéaire). Donc (Endg(E),+) est un groupe abélien.

Ensuite, la composition f o g quant & elle, est 'application £ — E définie par

Ve € E, (fog)(x) = f(g(x)).

La aussi, f o g est & nouveau k-linéaire. La loi o est associative car

Vf,9,h € Endp(E),z € E, ((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))) = f((g0h)(x)) = (f o (g ©h))(x).



Donc les application (fog)oh et fo(goh) sont égales. Ensuite, 'application Idg : © — x est un neutre pour
la composition. En effet, pour f € Endg(F) et z € E, on a

(f oldg)(z) = f(de(z)) = f(x) = 1de(f(x)) = (dgof)(z)

Donc f @) IdE = f = IdE Of.
ATTENTION : la loi o n’est pas commutative (comme le produit des matrices), on doit donc montrer la
distributivité a droite et a gauche. Soient f,g,h € Endg(E), et z € E. On a

((f +9)oh)(x) = (f + g9)(h(z))
= f(h(z)) + g(h(z))
= (foh)(z)+ (goh)(z)
=(foh+goh)(x)
(ho (f+9)(x) =h((f+9)(z))
= h(f(z) + g(x))
= h(f(z)) + h(g(z))
= (ho f)(@)+ (hog)(x)
= (hof+hog)(x)

Donc (f +g)oh=foh+gohetho(f+g)=hof+hog.
Au total (Endg(E), +,0) est bien un anneau unitaire non commutatif.

Partie 2 : La composition dans Endy(E) est k-bilinéaire Déja, on a une action de k sur Endg(F) par

Vf € Endy(E),\ € b,z € B, (\f)(z) = \(f(z))

(de fait, Endg(F) est un k-espace vectoriel pour cette action). Cette structure supplémentaire est compatible
avec la composition en ce sens que, si f,g,h € Endg(E) et \,u € k, on a

(Af+ng)oh=A(foh)+pu(goh)etho(Af +pug)=Ahof)+pu(hog)

Partie 3 : Fixons v € Endg(F). L’application 7 : P(X) — P(u) de k[X] dans Endg(E) est un morphisme d’anneaux
On y arrive enfin. Soit P(X) = Y"1 ;a; X" € k[X]. Par définition, le polynome P(u) est défini par > 1, a;u?, ot

u' =wowuo...ouestucomposé avec lui-méme i fois (et u® = Idg). Ceci a du sens car c’est une combinaison
k-linéaire de puissances de u (donc d’éléments de Endg(F)).

Par définition, on a m(1) = 7(X°) = u" = Idg. Ensuite, soient

ZaZXZ et Q(X Zb X7
1=0




On a alors

Donc 7 est bien un morphisme d’anneaux.

Revenons a nos moutons Par définition, la loi de composition est définie par P(X).z := P(u)(z) = n(P(X))(x)
avec les notations précédentes.
Comme FE est un k-espace vectoriel, il s’agit en particulier d’un groupe abélien. Ensuite,

- Soient P(X),Q(X) € k[X] et z,y € E, on a

(P(X) + Q(X)).x = n(P(X) + Q(X))(x)
+m(Q(X)

- Soien P(X),Q(X) € k[X] et z € E, on a

- Soit x € E. On a n(1l).x = Idg(x) = =,
- Soient P(X) € k[X] et z,y € E, on a

PX).(z +y) = n(P(X))(z +y) = m(P(X))(z) + 7(P(X))(y) = P(X).x + P(X).y



Au final, la loi considérée donne bien une structure de k[X]-module sur E.

2. Par hypothése, M est un R-module, donc en particulier un groupe abélien. On doit encore définir la
multiplication scalaire par les éléments de k. On pose ¢ : k — k[X] inclusion canonique (qui envoie A € k
sur le polyndme constant égal a \). Pour A € k et x € M, on définit alors

Axi=1(N\).x

Ceci a du sens car ¢(\) € k[X]. (attention, on distingue le point en bas P.z qui dénote 'action de k[X], du point
médian A -z, qui dénote l'action de k que I'on vient de définir). On montre que la loi - donne bien une structure
de k-espace vectoriel sur M.

- Soient A,y € ketx € M. On a

A+p) - z=t(AN+p)x
= (t(A) + u(p) 2
=1(A).z+u(p).x
=Nz+p-x

- Soient A,u€ketxec M. Ona
(Aw) - @ =o(Ap).x
— (UNelp))-2
ORAMES
=A-(p-x)
Soitz€ M.Onal-z=1)z=1z=ux.
Soient A€ ket z,y € M. On a

A (z+y)=1tN).(z+y)
=1(A).z+t(N).y
=A-xz+Ay

On a donc bien une structure de k-espace vectoriel sur M. Ensuite, pour \,u € ket z,y € M, on a

L’action de X est donc bien une application k-linéaire comme annoncé.

3. Soit M un R-module. On munit M d’une structure de k-espace vectoriel comme a la question précédente. On
note E ce k-espace vectoriel pour éviter la confusion (mais on n’oublie pas que F et M ont le méme ensemble

sous-jacent !). On pose également
Ve e E,u(x) = X.x

On a montré que u est un endomorphisme k-linéaire de E. D’aprés la question 1), le couple (E,u) induit une
structure de k[X]-module sur E, définie par P(X).z = P(u)(z). Soit P(X) =Y ;a;X". On a

P(u)(x) =) aupi(z) = a;X'z= (Z ax> z=P(X).x
=0 =0 =0



La structure de module associée a (F, u) et la structure de départ sur M sont donc les mémes (tous les polynomes
agissent de la méme maniére).

4. D’abord, soit ¢ un isomorphisme entre les k[X]-modules associés a (F,u) et (E,v). Il s’agit en particulier
d’une application bijective, et pour \,u € k z,y € E, on a

Az + py) = e(L(N).2 + t(pn).y) = t(N).o(@) + L()-(y) = Ap(z) + pp(y)

L’application ¢ est donc un endomorphisme k-linéaire bijectif de F, autrement dit un élément de GL(E). Ensuite,
on a
Vo € B, (pou)(z) = p(u(z)) = p(X.x) = X.p(x) = v(p(z)) = (voyp)(z)
Donc pou=vopet pouogp !
par un élément de GL(E).
Réciproquement, supposons qu’il existe un élément ¢ de GL(FE) tel que $ouoy ™t =v. Onatou = vo1).

Soit P(X) =Y" ja; X' € k[X]. On a
Y(P(X).z) =1 ( (Z aiXi> x)
=0

=0

=0

= v : les endomorphismes u et v du k-espace vectoriel E sont donc conjugués

Comme on sait déja que ¥ (z +y) = ¥(x) + ¥ (y) pour z,y € E par hypothése (¢ est k-linéaire), on obtient bien
que v est un morphisme de k[X]-modules. Comme on sait par ailleurs que v est bijective, on obtient bien que
les k[X]-modules induits par (F,u) et (F,v) sont isomorphes.



