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L3 MATHEMATIQUES ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE

TD 5 - MODULES SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

T Groupes abéliens de type fini
Exercice 1. Montrer qu’il y a (& isomorphisme prés) trois groupes abéliens d’ordre 8.
Exercice 2. Déterminer tous les groupes abéliens d’ordre 36, puis tous ceux d’ordre 72 et 180.

Exercice 3. Donner les facteurs invariants ainsi que la décomposition en modules indécomposables du Z-module
M =7/20Z x ZJ18Z x 7127 x Z]9Z x Z.]AZ

Exercice 4. Trouver les diviseurs élémentaires des matrices entiéres

2 0 —10 16 0 48 12 —46
00 0 —4 0 12 0 -10
A=100 12 8| ®*B=|p s 4 _g
00 0 4 00 0 2

Exercice 5. Si p et ¢ sont deux nombres premiers entre eux, les groupes (Z/pqZ) x (Z/p*7Z) et Z./p3qZ peuvent
ils étre isomorphes?

Exercice 6. (Groupe abélien de type infini)
On définit
Uoo :={2€C|IneN,2"=1}cC
1. Montrer que jioo est un sous-groupe (abélien) de (C*, x).
2. Montrer que fioo C St
3. On suppose que s est de type fini.
a) Montrer que o, n’admet pas de partie libre (pensez a 'ordre des éléments).
b) En déduire que pi est un groupe abélien fini.

¢) En déduire par absurde que o n’est pas un groupe abélien de type fini.

Exercice 7. On note (Z/nZ)* 'ensemble des éléments inversibles de 'anneau Z/nZ.
1. Montrer qu’il s’agit d’un groupe abélien pour la multiplication.

2. Ecrire comme produits de groupes cycliques les groupes

(Z/9Z)*, (Z)5Z)*, (Z/SZ)*, (Z/16Z)

T Facteurs indécomposables

Exercice 8. On considére les sous-groupes de Z? suivants :

=(().O). - ()-0)

On explicitera dans chacun des cas une base adaptée de Z? au sous-groupe G; et I’on déterminera les facteurs
invariants de Z2/G;.



Exercice 9. Compléter x = (10,6,7,11) en une base de Z*.
T Invariants de similitudes et décomposition de Frobenius
Soit P € k[X] un polynéme unitaire de degré n s’écrivant

n—1
P(X):=X"+) aX'
1=0

On définit C(P) € M, (k) la matrice compagnon de P par

00 - 0 —ap

10 -+ 0 =—a
C(P) := 01 -+ 0 —az

00 -+ 1 —ap

Exercice 10. Soit P € k[X] un polynéme unitaire comme ci-dessus. On pose M := C(P) la matrice compagnon
de P.

1. a) Montrer que, pour i € [1,n — 1], on a M.e; = e;41.
b) Montrer que si @ est un polynome de degré < n — 1, alors Q(M) # 0.
¢) Montrer que P(M).e; = 0.
d) En déduire que P est le polynome minimal de M.

2. Montrer que le polynome caractéristique de M est aussi égal a P.

Exercice 11. Soient k¥ C K deux corps, et M € M, (k).

1. Montrer que la décomposition de Frobenius de M & coefficients dans k est également la décomposition de
Frobenius de M a coefficients dans K.

2. En déduire que les polyndémes caractéristiques et minimaux de M dans k sont les mémes que dans K.

3. En déduire que deux matrices de M,,(k) sont semblables dans M,, (k) si et seulement si elles sont semblables

dans M,,(K).

Exercice 12. (Rappel d’algebre linéaire)
Soient M € M, (k) une matrice, A une valeur propre de M. Pour P € k[X], montrer que P(M)(z) = P(\).x.
En déduire que p(m) =0, ou p est le polynéme minimal de M.

Exercice 13. On considére k C K deux corps, et M € M, (k)

1. Donner les invariants de similitude possibles pour un endomorphisme u € £(k*) dont le polynoéme caracté-
ristique est
Xu = X4

dans les cas suivants : k = Q, k=R, k = C.
2. Méme question avec x, = (X2 + X + 1)2.

3. Soit la matrice
12 4 14 3
-6 -2 -7 =2
-8 -2 —-10 -2
1 2 0 —1

Déterminer les invariants de similitude de M pour k = Q, R, C, Q(v/2) (indication : le polynome caractéristique
de M est (X2 + X +1)(X? —2), ne vous embétez pas a le recalculer).



