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L3 Mathématiques Algèbre linéaire avancée

Correction TD 5

† Groupes abéliens de type �ni

Pour des raisons de lisibilité, on notera exceptionnellement Z/m au lieu de Z/mZ.
Rappelons à toutes �ns utiles le joli théorème des restes chinois : si m et n sont premiers entre eux, alors

Z/m× Z/n ≃ Z/(nm)

et ça arrive d'ailleurs seulement si m et n sont premiers entre eux, dans le cas général, on a

Z/m× Z/n ≃ Z/(ppcm(m,n))× Z/(pgcd(m,n))

Exercice 1. On sait que 8 = 23, comme 2 n'est évidemment pas premier avec lui même, un groupe abélien
d'ordre 8 est de la forme

∏n
i=1 Z/2ni tel que

∑n
i=1 ni = 3, (autrement dit les ni forment une partition de 3),

les seuls options sont bien-sûr 3, 1 + 2, 1 + 1 + 1, d'où les 3 groupes abéliens d'ordre 8 :

Z/8, Z/2× Z/4, Z/2× Z/2× Z/2

Exercice 2.

1. On a 36 = 4.9 = 22.32, par le théorème des restes chinois, un groupe d'ordre 36 est produit d'un groupe
d'ordre 4 par un groupe d'ordre 9, les partitions de 2 sont 1 + 1 et 2, il y a donc deux groupes d'ordre 4 (resp.
9) :

Z/4, Z/2× Z/2 (resp.Z/9, Z/3× Z/3)

il y a donc 4 groupes abéliens d'ordre 36 :

- Z/4× Z/9 = Z/36
- Z/2× Z/2× Z/9 = Z/2× Z/18
- Z/4× Z/3× Z/3 = Z/3× Z/12
- Z/2× Z/2× Z/3× Z/3 = Z/6× Z/6

2. On a 72 = 8.9 = 23.92, par le théorème des restes chinois, un groupe d'ordre 72 est produit d'un groupe
d'ordre 8 par un groupe d'ordre 9, les partitions de 3 sont 1 + 1+ 1, 1 + 2, 3 , et les partitions de 2 sont 1 + 1 et
2, il y a donc 3 groupes abéliens d'ordre 8 (ceux de l'exercice 1) et deux groupes abéliens d'ordre 9 (ceux de la
question précédente). On a donc 6 groupes abéliens d'ordre 72

- Z/8× Z/9 = Z/72
- Z/2× Z/4× Z/9 = Z/2× Z/36
- Z/2× Z/2× Z/2× Z/9 = Z/2× Z/2× Z/18
- Z/8× Z/3× Z/3 = Z/3× Z/24
- Z/2× Z/4× Z/3× Z/3 = Z/6× Z/12
- Z/2× Z/2× Z/2× Z/3× Z/3 = Z/2× Z/6× Z/6

3. On a 180 = 4.5.9 = 22.5.22, par le théorème des restes chinois, un groupe d'ordre 180 est produit d'un groupe
d'ordre 4, d'un groupe d'ordre 5 et d'un groupe d'ordre 9. Les partitions de 2 sont 1 + 1 et 2, et 1 est l'unique
partition de 1. Il y a donc deux groupes abéliens, d'ordre 4 et deux groupes abéliens d'ordre 9, et un groupe
abélien d'ordre 5, d'où au �nal 4 groupes d'ordre 180 :



- Z/4× Z/9× Z/5 = Z/180
- Z/4× Z/3× Z/3× Z/5 = Z/3× Z/60
- Z/2× Z/2× Z/9× Z/5 = Z/2× Z/90
- Z/2× Z/2× Z/3× Z/3× Z/5 = Z/6× Z/30

Exercice 3. Utilisons le théorème des restes chinois pour décomposer M en produit de Z/pnZ avec p premier :

M = Z/5× Z/4× Z/2× Z/9× Z/3× Z/4× Z/9× Z/4

= Z/2× (Z/4)3 × Z/3× (Z/9)2 × Z/5

c'est la décomposition en modules indécomposables.
Pour déterminer les facteurs invariants, essayons de faire le plus grand module possible avec les restes chinois :
c'est Z/4× Z/9× Z/5 = Z/180, on a donc

M = Z/2× (Z/4)2 × Z/3× Z/9× Z/180

et on recommence la procédure sur les facteurs restants, :

M = Z/2× (Z/4)2 × Z/3× Z/9× Z/180
= (Z/2× Z/4× Z/3)× (Z/4× Z/9)× Z/180
= Z/2× (Z/4× Z/3)× Z/36× Z/180
= Z/2× Z/12× Z/36× Z/180

Et voila les facteurs invariants.

Exercice 4. Quelles sont les opérations auxquelles on a droit ?

- Ajouter un multiple entier d'une ligne à une autre ligne (Li ← Li + kLj)

- Ajouter un multiple entier d'une colonne à une autre colonne (Ci ← Ci + kCj)

- Échanger deux lignes (Li ↔ Lj)

- Échanger deux colonnes (Ci ↔ Cj)

- Multiplier une colonne ou une ligne par −1
Toutes ces opérations correspondent à la multiplication, à gauche ou à droite, par des matrices de GLn(Z).
- Li ← Li + kLj correspond à multiplier à gauche par la matrice In + kEi,j (une matrice identité, avec en plus
un coe�cient k en (i, j).

- Ci ← Ci + kCj correspond à multiplier à droite par la matrice In + kEj,i (une matrice identité, avec en plus
un coe�cient k en (j, i).

- Li ↔ Lj correspond à multiplier à gauche par une matrice de permutation : Des 1 sur la diagonale, sauf les
indices i, j remplacés par des 0, et des 1 en (i, j) (j, i).

- Ci ↔ Cj correspond à multiplier à droite par une matrice de permutation : Des 1 sur la diagonale, sauf les
indices i, j remplacés par des 0, et des 1 en (i, j) (j, i).



Pour A : 
2 0 −10 16
0 0 0 −4
0 0 12 −8
0 0 0 4



C3 ← C3 + 5C1 :


2 0 0 16
0 0 0 −4
0 0 12 −8
0 0 0 4



C4 ← C4 − 8C1 :


2 0 0 0
0 0 0 −4
0 0 12 −8
0 0 0 4



L2 ← L2 + L4 :


2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 12 −8
0 0 0 4



L3 ← L3 + 2L4 :


2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 12 0
0 0 0 4



L2 ↔ L4 :


2 0 0 0
0 0 0 4
0 0 12 0
0 0 0 0



C2 ↔ C4 :


2 0 0 0
0 4 0 0
0 0 12 0
0 0 0 0



Toutes ces transformations correspondent à multiplier à droite par la matrice

Q =


1 0 5 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 −8
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =


1 −8 5 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0


et à multiplier à gauche par la matrice

P =


1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 2
0 0 0 1



1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =


1 0 0 0
0 1 0 1
0 2 1 0
0 1 0 0



Autrement dit, on a PAQ =


2 0 0 0
0 4 0 0
0 0 12 0
0 0 0 0

, les diviseurs élémentaires de A sont (2, 4, 12).



Pour B (tableau à lire de gauche à droite, puis de haut en bas) :
0 48 12 −46
0 12 0 −10
0 8 4 −8
0 0 0 2

 L1 ← L1 + 23L4 :


0 48 12 0
0 12 0 −10
0 8 4 −8
0 0 0 2


L2 ← L2 + 5L4 :


0 48 12 0
0 12 0 0
0 8 4 −8
0 0 0 2

 L3 ← L3 + 4L4 :


0 48 12 0
0 12 0 0
0 8 4 0
0 0 0 2


C2 ← C2 − 2C3 :


0 24 12 0
0 12 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2

 L1 ← L1 − 2L2 :


0 0 12 0
0 12 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2


L1 ← L1 − 3L3 :


0 0 0 0
0 12 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2

 L1 ↔ L4 :


0 0 0 2
0 12 0 0
0 0 4 0
0 0 0 0


C1 ↔ C4 :


2 0 0 0
0 12 0 0
0 0 4 0
0 0 0 0

 L2 ↔ L3 :


2 0 0 0
0 0 4 0
0 12 0 0
0 0 0 0


C2 ↔ C3 :


2 0 0 0
0 4 0 0
0 0 12 0
0 0 0 0


Moralité : les matrices A et B sont équivalentes (quitte à changer les bases au départ et à l'arrivée, elles
représentent la même application linéaire).

Exercice 5. Par les restes chinois, on a

Z/pq × Z/p2 = Z/p× Z/q × Z/p2 = Z/p× Z/p2q

les facteurs invariants de ce Z-module sont donc p, p2q, qui sont di�érents de p3q, le seul facteur invariant de
Z/p3q

Exercice 6.

1. Premièrement µ∞ est non vide car il contient 1. Ensuite, pour z ∈ µ∞ tel que µn = 1. On a (µ−1)n) = (µn)−1 =
1−1 = 1 donc z−1 ∈ µ∞. En�n, soient z, z′ ∈ µ∞ et n, n′ tels que zn = 1 = z′n

′
, on a (zz′)nn

′
= znn

′
z′nn

′
= 1

car z, z′ commutent (C∗ est commutatif).
2. On rappelle que S1 = {eiθ | θ ∈ R}. Soit z = eiθ ∈ S1, si z ∈ µ∞ et zn = 1, on a einθ = 1. On sait que

einθ = 1⇔ nθ ≡ 0[2π]⇔ ∃k ∈ Z | nθ = 2kπ ⇔ ∃k ∈ Z | θ =
2k

n
π ⇔ θ ∈ Qπ

Il su�t donc de prendre un θ qui ne soit pas un multiple rationnel de π, par exemple ei
√
2π n'est pas dans µ∞.

3.a) Par dé�nition de µ∞, tous ses éléments sont d'ordre �ni. Or si µ∞ admet une partie libre, il admet un
sous-groupe libre, en particulier dont les éléments sont d'ordre in�nis (c'est toujours vrai pour un groupe libre,
ou pour un module libre).
b). Si µ∞ est de type �ni et sans partie libre, alors le théorème de classi�cation indique que µ∞ est un produit
de groupes cycliques, en particulier �nis : µ∞ serait un groupe �ni.
c). Il est clair que µ∞ n'est pas un groupe �ni ! Il contient tous les e

2iπ
n pour n ∈ N.



Exercice 7.

1. C'est un fait général : les inversibles d'un anneau commutatif unitaire forment un groupe abélien. Le produit
est une loi associative et commutative avec un élément neutre (par dé�nition d'un anneau commutatif unitaire),
donc Z/n muni de la multiplication forme un monoïde, et les éléments inversibles d'un monoïde forment toujours
un groupe !

2. Il faut déjà commencer par déterminer l'ordre de ces groupes, il est connu que |(Z/n)×| est le nombre d'entiers
de [[1, n− 1]] qui sont premiers avec n, donc

- (Z/9Z)× = {1, 2, 4, 5, 7, 8}
- (Z/5Z)× = {1, 2, 3, 4}
- (Z/8Z)× = {1, 3, 5, 7}
- (Z/16Z)× = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}

Donc (Z/9Z)× est d'ordre 6, il n'y a qu'un seul groupe abélien d'ordre 6 : Z/6Z.
(Z/5Z)× est d'ordre 4, il y a donc deux possibilités, mais on a que 2 est d'ordre 4 dans (Z/5Z)×, donc ce groupe
est Z/4 (en fait, le groupe des inversible d'un corps �ni est toujours �ni !)
(Z/8Z)× est lui aussi d'ordre 4, c'est Z/2 × Z/2 car il ne contient que des éléments d'ordre 2 (32 = 9 ≡ 1[8],
72 = 49 ≡ 1[8],...)
En�n, (Z/16Z)× est d'ordre 8, ce qui laisse trois possibilités (celles de l'exercice 1), en calculant directement, on
voit que {1, 7, 9, 15} sont d'ordre 2, et que {3, 5, 11, 13} sont d'ordre 4, il n'y a pas d'éléments d'ordre 8, donc
ce n'est pas Z/8, et il y a des éléments d'ordre 4, donc ce n'est pas (Z/2)3 (qui ne contient que des éléments
d'ordre 2), cela nous laisse donc seulement (Z/16)× ≃ Z/2× Z/4.

† Facteurs indécomposables

Exercice 8. Pour G1, on considère la matriceM =

(
2 0
0 3

)
, que l'on va chercher à écrire sous la forme

(
d1 0
0 d2

)
avec d1|d2, en faisant des opérations ligne/colonne. (

2 0
0 3

)
L1 ← L1 + L2 :

(
2 3
0 3

)
C2 ← C2 − C1 :

(
2 1
0 3

)
C1 ← C1 − C2 :

(
1 1
−3 3

)
L2 ← L2 + 3L1 :

(
1 1
0 6

)
C2 ← C2 − C1 :

(
1 0
0 6

)

Autrement dit(
1 0
3 1

)(
1 1
0 1

)(
2 0
0 3

)(
1 −1
0 1

)(
1 0
−1 1

)(
1 −1
0 1

)
=

(
1 1
3 4

)(
2 0
0 3

)(
2 −3
−1 2

)
=

(
1 0
0 6

)
On a donc (

2 0
0 3

)
=

(
4 −1
−3 1

)(
1 0
0 6

)(
2 3
1 2

)



Et
(

4
−3

)
,
(−1

1

)
est une base de Z2, adaptée à G1 car

(
4
−3

)
,
(−6

6

)
est une base de G1. Le quotient Z2/G1 est alors

donné par Z/6Z (c'est donné par les facteurs invariants).

Pour G2, on considère la matrice M =

(
2 3
0 4

)
, que l'on va chercher à écrire sous la forme

(
d1 0
0 d2

)
avec d1|d2,

en faisant des opérations ligne/colonne. (
2 3
0 4

)
L1 ← L1 − L2 :

(
2 −1
0 4

)
C1 ← C1 + C2 :

(
1 −1
4 4

)
C2 ← C2 + C1 :

(
1 0
4 8

)
L2 ← L2 − 4L1 :

(
1 0
0 8

)

Autrement dit(
1 0
−4 1

)(
1 −1
0 1

)(
2 3
0 4

)(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 −1
−4 5

)(
2 3
0 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
1 0
0 8

)
On a donc (

2 3
0 4

)
=

(
5 1
4 1

)(
1 0
0 8

)(
2 −1
−1 1

)
Et

(
5
4

)
,
(
1
1

)
est une base de Z2, adaptée à G2 car

(
5
4

)
,
(
8
8

)
est une base de G2. Le quotient Z2/G2 est alors donné

par Z/8Z (c'est donné par les facteurs invariants).

Exercice 9. C'est un peu technique, notons G = xZ le sous-module de Z4 engendré par x, on cherche à calculer
une base adaptée à ce sous-module, on trouve donc les facteurs invariants de la matrice

10
6
7
11


:




10
6
7
11



L3 ← L3 − L2 :


10
6
1
11



L1 ← L1 − 9L3 :


1
6
1
11



L2 ← L2 − 6L1 :


1
0
1
11



L3 ← L3 − L1 :


1
0
0
11



L4 ← L4 − 11L1 :


1
0
0
0



On obtient donc 
10 0 9 0
6 1 0 0
7 1 1 0
11 0 0 1



1
0
0
0

 = x

les colonnes de cette matrice donnent la base de Z4 voulue.

† Invariants de similitude et décomposition de Frobenius

Exercice 10.

1.a) C'est évident, on rappelle que M.ei est toujours la i-ème colonne de la matrice M , pour i ∈ [[1, n− 1]], cette
colonne est le vecteur de base canonique ei+1. On constate d'ailleurs que

M.en =


−a0
−a1
...

−an−1

 = −
n∑

i=1

ai−1ei

b). Soit Q =
∑n−1

i=0 biX
i =

∑n
i=1 bi−1X

i−1 un polynôme de degré ⩽ n − 1. Si Q(M) = 0, on a en particulier
Q(M).e1 = 0. Par ailleurs, on calcule

Q(M).e1 =

n∑
i=1

bi−1M
i−1.e1 =

n∑
i=1

bi−1ei



Il s'agit là d'une combinaison linéaire sur la base (ei)i∈[[1,n]], si elle est nulle, c'est que tous ses coe�cients (les
bi) sont nuls, autrement dit Q = 0.
c). On a

P (M).e1 = Mn.e1 +

n−1∑
i=0

aiM
i.e1 = M.en +

n−1∑
i=0

aiei+1 = −
n∑

i=1

ai−1ei +

n∑
i=1

ai−1ei = 0

d). Premièrement, montrons que P est annulateur de M . Il faut montrer que P (M).ei = 0 pour i ∈ [[1, n]]. On
l'a déjà montré pour i = 1, pour i ⩾ 2, on a

P (M).ei = P (M)M i−1.e1 = M i−1P (M).e1 = M i−1.0 = 0

car les polynômes en M commutent les uns avec les autres (puisque les puissances d'une matrice �xée commutent
entre elles). On sait maintenant que P est annulateur, et la question b) nous apprend que P a un degré minimal
avec cette propriété : P est bien le polynôme minimal de M . 2. Le polynôme caractéristique de M doit être
de degré n et divisé par le polynôme minimal, comme le polynôme minimal de M est lui aussi de degré n (et
unitaire...), les polynômes minimaux et caractéristique de M sont égaux.

Exercice 11.

1. La décomposition de Frobenius de M dans k est donnée par une matrice P ∈ GLn(k) telle que PMP−1 soit
de la forme C(P1) 0

. . .
0 C(Pr)


où Pr|Pr−1|...|P1. On a de plus que P1 est le polynôme minimal de M sur k, et le produit des Pi est le polynôme
caractéristique de M sur k.
En voyant les Pi et P comme à coe�cients dans K, on constate que la réduite de Frobenius de M sur k est
candidate pour être "une réduite de Frobenius" de M sur K, on conclut par unicité de la réduction de Frobenius.
Les polynômes caractéristiques et minimaux sont calculable à partir de la seule donnée de la réduite de Frobenius.
La réduite de Frobenius caractérise la classe de similitude : deux matrices sont semblables si et seulement si elles
ont même réduite de Frobenius.

Exercice 12. Soit P =
∑m

i=0 aiX
i, on a

P (M)(x) =
m∑
i=0

aiM
i.x =

m∑
i=0

aiλ
ix = P (λ)x

Si µ est le polynôme minimal de M , on a 0 = µ(M)(x) = µ(λ)x, comme x est non nul, cela entraîne µ(λ) = 0.

Exercice 13.

1. On commence par exprimer les facteurs irréductibles de X4, ceux-ci ne dépendent en l'occurrence pas du
corps choisi, et sont évidemment X,X,X,X. Le polynôme minimal de u contient au moins une copie de chaque
facteur irréductible, autrement dit c'est X,X2, X3 ou bien X4.

1. Si µu = X4, alors µu = χu, u est cyclique et on a

u ∼ C(X4) =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


2. Si µu = X3 = P1, alors P2 = X, et

u ∼
(
C(X3) 0

0 C(X)

)
=


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0





3. Si µu = X2, alors soit P2 = X et P1 = X, ou alors P2 = X2, on a alors respectivement

u ∼

C(X2) 0 0
0 C(X) 0
0 0 C(X)

 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



u ∼
(
C(X2) 0

0 C(X2)

)
=


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0


4. Si µu = X, alors P2 = X car il doit diviser P1 = X, on a P3 = P4 = X pour la même raison et on obtient

u ∼


C(X) 0 0 0
0 C(X) 0 0
0 0 C(X) 0
0 0 0 C(X)

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Autre façon peut-être plus rapide : Les invariants de similitude possible sont paramétrés par les partitions de 4
(la puissance de X donnant χu). Les partitions de 4 sont

4 3 + 1 2 + 2 2 + 1 + 1 1 + 1 + 1 + 1

Ces partitions donnent respectivement les invariants

(X4) (X3, X1) (X2, X2) (X2, X1, X1) (X1, X1, X1, X1)

Qui sont bien tous les invariants listés plus haut.

2. Ici, c'est un peu di�érent car la décomposition en facteurs irréductibles de χu dépend du corps k choisi. Sur
Q et R, X2+X+1 est irréductible, donc l'unique facteur irréductible de χu est X2+X+1. Les décompositions
possibles sont alors paramétrées par les partitions de 2.

- La partition (2) donne le cas d'un endomorphisme cyclique (avec µu = χu = (X2 + X + 1) = X4 + 2X3 +
3X2 + 2X + 1).

u ∼ C(χu) =


0 0 0 −1
1 0 0 −2
0 1 0 −3
0 0 1 −2


- La partition (1, 1) donne les invariants P1 = X2 +X + 1 = P2, on a alors

u ≃
(
C(X2 +X + 1) 0

0 C(X2 +X + 1)

)
=


0 −1 0 0
1 −1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 −1


Sur C, c'est di�érent : on a X2+X+1 = (X−j)(X−j2) où j = e

2iπ
3 . Les facteurs irréductibles de χu sont donc

X − j et X − j2. Comme dans le cas des nombres premiers, les suites d'invariants possibles sont paramétrées
par les couples de partitions de 2 (une partition pour les facteurs X − j, l'autre pour X − j2).

- Le couple ((2), (2)) donne la suite ((X − j)2(X − j2)2) = ((X2 +X +1)2) que nous avons déjà traité (ça reste
une possibilité sur C, mais c'était déjà une possibilité sur Q).

- Le couple ((2), (1 + 1)) donne la suite ((X − j)2(X − j2), (X − j2)) = ((X2 +X + 1)(X − j), (X − j2))

u ∼
(
C((X2 +X + 1)(X − j)) 0

0 C(X − j2)

)
=


0 0 j 0
1 0 j − 1 0
0 1 j − 1 0
0 0 0 j2





- Le couple ((1 + 1), (2)) donne la suite ((X − j)(X − j2)2, (X − j)) = ((X2 +X + 1)(X − j2), (X − j))

u ∼
(
C((X2 +X + 1)(X − j)) 0

0 C(X − j2)

)
=


0 0 j2 0
1 0 j2 − 1 0
0 1 j2 − 1 0
0 0 0 j


- Le couple ((1 + 1), (1 + 1)) donne la suite ((X2 +X + 1), (X2 +X + 1)) que nous avons aussi déjà rencontré
précédemment.

3. Sur C, le polynôme caractéristique de M est donné par (X − j)(X − j2)(X −
√
2)(X +

√
2), il s'agit d'un

polynôme scindé à racines simples, donc égal au polynôme minimal de M . Autrement dit sur tous les corps
donnés, les polynômes caractéristiques et minimaux de M sont égaux, le seul polynôme apparaissant dans les
invariants de similitude de M est donc (X2+X+1)(X2−2) = X4+X3−X2−2X−2, la réduite de Frobenius
de M est donc 

0 0 0 −2
1 0 0 −2
0 1 0 −1
0 0 1 1




