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L3 MATHEMATIQUES ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE

CORRECTION TD 3

Exercice 1.
1. La forme f se décompose sur la base duale : f = ae] + be5 + ce3, on a donc

F(4,2,0) = da +2b =2
f(1,2,-3)=a+2b—3c= -7
£(0,2,5) = 2b — se =1

un systéme linéaire qu’il s’agit maintenant de résoudre, on inverse pour cela la matrice

4 2 0
M=|1 2 -3
0 2 5
on trouve
1 16 —10 -6
-1
=— -5 20 12
Mly 8 6
Donc
a 1 16 —10 -6 2 2
b :5—4 -5 20 12 71 =1-3
c 2 —8 6 1 1

et f = 2e] — 3ed + e}, autrement dit f(x,y,2) =2z — 3y + 2.

2. Par définition, on a fi = 2e] + 4e5 + 3e3, fo = e + €5, f3 = 2e] + 2e5 — e}, la matrice de passage de la famille
fi & la base canonique duale e est donc

0 2
1 2
1 -1

W =~ N

qui est inversible (son déterminant est —4), donc les f; forment bien une base de E*.
Soit e € E, on sait que (fi(e), f2(e), fa(e)) est donné par Me, ou

2 4 3
M=10 1 1
2 2 -1

trouver la base antéduale revient a trouver a, b, ¢ tels que Ma = (1,0,0), Mb = (0,1,0), Mc = (0,0, 1), autrement
dit, a,b, ¢ sont les colonnes de M ! on calcule donc

L3 10 -1
M~ = 1 -2 8 2
2 -4 -2

la base antéduale de f; est donc a = i(?), —2,2),b= %(—10,8, —4) et c= %(—1, 2,-2).



Exercice 2. (<) Si f = Aa, alors
B(x) =0« da(r) =0< a(z) =0

car A # 0. Donc Ker a = Ker 8 dans ce cas.
(=) Si Ker a = Ker . Soit = ¢ Ker «, on sait que Vect z est un supplémentaire de Ker o = Ker 3, donc tout
e € F g’écrit de maniére unique e = y + px avec y € Kera et 4 € k. On a alors

a(e) = aly + pr) = po(z) et Ble) = pp(x)
En posant A = (x)/a(x), on obtient bien le résultat voulu (A # 0 car S(x) # 0 par hypothése).
Exercice 3. Le polynéme (X — a)* est unitaire de degré k, la famille considérée est donc une famille de

polyndémes échelonnée de taille n, qui forme donc une base de F,.
Ensuite, on sait que

Mo(X —a)kt sit<k

) 14 (k—2)!
(8)() (X - Oé)k =< k! sil=k
0 sil>k

autrement dit, ’évaluation en a de ce polyndéme vaut

0 sil<k
kKl sil=k
0 sil>k

Ainsi, %eva o (a%) est le k-éme élément de la base duale de (X — a)”.
La caractéristique 0 était nécessaire pour toujours avoir k! inversible.

Exercice 4. (=) supposons que ¢ est surjective, et soit une combinaison linéaire

P
Z Aipi =0
i=1

On pose a: > b, Ner € (kP)*, on a par définition, pour z € E

0= Xigi(z) = 0= a(pi(2), -, pp(x)) = a0 p(z)
i=1

comme ¢ est surjective, cela entraine o = 0, mais donc A; = 0 pour tout i (la seule forme linéaire identiquement
nulle est la forme linéaire nulle, dont les coefficients dans la base duale canonique sont 0). Donc les ¢; forment
une famille libre.

(<) réciproquement si Imp # kP, alors Im ¢ est contenue dans un certain hyperplan H, noyau d’'une forme
linéaire o, on a donc a o ¢ = 0, ce qui donne une combinaison linéaire nulle en les ;, et comme « # 0, cette
combinaison linéaire est non triviale : les ¢; ne forment pas une famille libre.

Exercice 5.
1. C’est une vérification immeédiate : la trace et la multiplication matricielle sont linéaires, et la symétrie est une



formule connue : le i-éme coefficient diagonal du produit AB est Z?Zl a; ;bjq, donc

n n
=YD aisbii

i=1 j=1

n n
=D bjai

i=1 j=1
n n
=2 D biaaig
j=1i=1
= tr(BA)

2. Pour montrer que f est non dégénérée, il faut montrer que, pour tout A € E, non nulle, la forme linéaire
fa: B — tr(AB) est non nulle. Supposons donc qu’un coefficient a;, j, de A est non nul, on considére la matrice

Ejyi0 = (ei,j)i,je[[l,n]] ayant un seul coefficient non nul égal & 1 en ¢ = jg,j = i9. On a alors

n n
tr(AEjpig) = Y Y aijeji = igjo # 0

i=1 j=1
donc f4 est non nulle et f est non dégénérée.

3. Une forme bilinéaire non dégénérée f : F x F — k induit un isomorphisme ¢ entre E et son dual, donné
par (A) := fa : B — f(A, B), en particulier, tout élément de E* sécrit f4 pour un certain A, ce qui est
exactement le résultat souhaité ici.

Exercice 6.
1. Comme f et ¢ sont des morphismes, c’est aussi le cas de ¢ o f, qui est donc bien un élément de M* =
Hompg(M, R), donc ! f est bien a valeur dans M*, et linaire par linéarité de la composition.

2.

a) "(f+9) (@) =po(f+g)=vof+vog="f(p)+"g(p).
b) Hrf)(p) =po(rf)=r(pof)=rlf

c) "(fog)lp)=¢ofog="glpof)=("go'f)(e)

d)

Cela découle de la formule précédente : {(f~1) olf =t(fo f71)=tId = Id.

3. La matrice A = (a;,j)ie[1,n] je[1,m] est définie par la formule

n
)= aije
=1

On a par ailleurs ' f(1);) = ¢, o f, définie par

o fler) =Y aither) = ajn

i=1
donc 1 o f = >}, a;kpk, la matrice de ! f dans les bases 1, ¢ est donc bien la transposée de A.

4. C’est I'application des formules de la question 2 au cas des matrices.

T Orthogonalité au sens des formes linéaires

Exercice 7.
1. Ona (Ao + ) (x) = Ap(x) +(x) = 0si p,1p € AL, qui est donc un sous-espace vectoriel de E*, pour F°, on
a F° = ﬂweF Ker ¢, il s’agit donc d’un sous-espace vectoriel de E.

2.



a) Soit p € At et x € A, onax € A, donc ¢(x) = 0 par hypothése, d’ott ¢ € A+
b) Soit x € B et ¢ € B, on a ¢ € B’, donc p(x) = 0 par hypothese, d’on 2 € B°.

¢) Soit ¢ € E*, on a
e At o ACKerp e Vect A C Kerp < ¢ € (Vect A)t

d) On a B C Vect B, donc (Vect B)° C B?, réciproquement si x € B, alors Vo € B, p(z) = 0, comme les
éléments de Vect B sont des combinaisons linéaires d’éléments de B, ils valent tous 0 en z, d’ou B® C Vect(B)°
et le résultat.

3. On pose n = dim E, et r = dim A, on considére une base (e1,---,e,) de A, que l'on compléte en une base
(€1, ,en) de E. Soit ¢ = > | A\jef une forme linéaire sur £, on a ¢ € AL si et seulement si

Vk € [1,r],0 = p(er) = Ak

autrement dit si ¢ € Vect(e}, |, -+ ,eh), doit A+ = Vect(e}, 1, ,€}) est de dimension n — r comme annoncé.
On a également clairement

AL = (Vect(ef,q, -+ ,e))° = Vect(er, - ,e,) = A

Exercice 8.
1.0n a
peKerlf o pof=0ImfCcKery< e (Imf)h

la conclusion sur le rang découle alors de l'exercice précédent. (celle sur les matrices découle a son tour de
Pexercice 6).

3.a) On a 'd(p) = ¢ 09, qui & un polynome P associe ¢(P’), si P est constant, P’ = 0 et ‘d(¢)(P) = 0, d’oi1 le
résultat.

b) On sait que O est surjective car tout polynéome admet des primitives (qui sont encore des polynémes), en
revanche, Im®0 ne contient que des formes linéaires s’annulant sur les constante, elle n’est donc pas égale a

k[ X]*.

T Dualité et dimension

Exercice 9.
1. Soit u = (up)nen € F une suite nulle a partir d'un certain rang (notons N ce rang), on a

N
_ i
u = E u;e
i=0

En effet cette derniére suite a pour j-éme valeur vazo u;0;; = uj pour 7 < N et 0 sinon, tout comme u. La
famille (e?) est donc génératrice, et elle est clairement libre : c’est une base de F.

Ce n’est pas une base de F, car on aurait besoin de "combinaisons linéaires infinies" pour atteindre tous les
éléments de E a partir de (e?).

2. Comme (e') est une base de F, définir une forme linéaire ¢ sur F' revient exactement & définir les valeurs
v(ei)ien- On a donc une bijection F* — E envoyant une forme linéaire ¢ sur la suite (p(e;))qen, il est facile de
vérifier que cette bijection est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

(Remarque, il est facile de montrer que F' est en fait isomorphe a k[X], on vient donc de calculer le dual de
k[X]).



Exercice 10.
1. Premiérement, b} est bien défini (car la décomposition sur la base {b;} est unique), ensuite, on a

b (u Do Aibi+ Y uibi) = v+

iel iel
donc by, est bien linéaire.

2. Soit
0= Z wib; =: ¢
el
une combinaison linéaire finie nulle des b;, on a par définition 0 = ¢ (bg) = p pour tout k € I, donc tous les puy
sont nuls, la famille {b}} est donc libre.

3. En dimension finie, dim E* = dim E, et {b}} est une famille libre de méme taille qu'une base de E, il s’agit
donc d’une base de E*.

4. Comme {b;} est une base de E, une forme linéaire sur F est exactement définie par sa valeur sur la base, ¢ est
alors définie comme la forme linéaire valant 1 sur chacun des b; (I’astuce étant que, méme si ¢ est a priori définie
par une somme infinie, la valeur de ¢(z) sera toujours une somme finie, car x est toujours une combinaison
linéaire finie des b;).

Enfin, ¢ ¢ Vect({b; }icr), en effet ) € Vect({b; }icr) est une combinaison linéaire finie des b;, il existe donc un by,
n’apparaissant pas dans cette combinaison (car I est infini), donc ¢(by) = 1 # 0 = ¢(by), donc ¢ # 1.

Exercice 11.
1. On a

evz(Ap + ) = (Ao + ) (x) = Ap(x) + psi(x) = Aeve (@) + eva (V)
par définition de l'addition (et de la multiplication scalaire) sur les formes linéaires, donc ev, € E**.

2. 0n a
ety () = (AT +y) = Ap(z) + @(y) = (Aevy + evy)(¢)
car ¢ est linéaire

3. Soit x € F, on a
evy, =0 Vo e B (p,2) =0z € (E)’ ={0}

donc ev est injective.
Si E est de dimension finie, on a dim £ = dim E* = dim E**, donc ev est un isomorphisme.

Si E est de dimension infinie, on a dim E** > dim E* > dim E, donc E et E*x ne peuvent pas étre isomorphes.

1 Une application

Exercice 12.

1. Notons G = Vect(p_1, o, ¥1), on veut montrer que cet espace est égal a F il suffit pour cela de montrer que
G° = {0}, soit donc P € E tel que P(—1) = P(0) = P(1) = 0, P est alors un polynome de degré 2 admettant 3
racines distinctes : c¢’est forcément le polynome nul : G° = {0} et G = F*.

Pour la base antéduale, P_1 est défini par les équations

Pfl(_l) = 17 P,l(O) = Oa P,1(1> =0
de méme pour Py et Pp, on trouve donc

1 1
P,1:§X(X—1), Py=1-X* P =§X(X+1)

2.0n a
1 4 1

$(Pa) =3, o(P) =3, o(P)=3

Donc ¢ = %90_1 + %g@o + %4,01, ce qui est exactement la formule voulue.



