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L3 MATHEMATIQUES ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE

CORRECTION SEANCE 6 (4 MARS)

Exercice 1.
1. La forme f se décompose sur la base duale : f = ae] + be5 + ce3, on a donc

F(4,2,0) = da +2b =2
f(1,2,-3)=a+2b—3c= -7
£(0,2,5) = 2b — se =1

un systéme linéaire qu’il s’agit maintenant de résoudre, on inverse pour cela la matrice

4 2 0
M=|1 2 -3
0 2 5
on trouve
1 16 —10 -6
-1
=— -5 20 12
Mly 8 6
Donc
a 1 16 —10 -6 2 2
b :5—4 -5 20 12 71 =1-3
c 2 —8 6 1 1

et f = 2e] — 3ed + e}, autrement dit f(x,y,2) =2z — 3y + 2.

2. Par définition, on a fi = 2e] + 4e5 + 3e3, fo = e + €5, f3 = 2e] + 2e5 — e}, la matrice de passage de la famille

fi & la base canonique duale e est donc

0 2
1 2
1 -1

W =~ N

qui est inversible (son déterminant est —4), donc les f; forment bien une base de E*.
Soit e € E, on sait que (fi(e), f2(e), fa(e)) est donné par Me, ou

2 4 3
M=10 1 1
2 2 -1

trouver la base antéduale revient a trouver a, b, ¢ tels que Ma = (1,0,0), Mb = (0,1,0), Mc = (0,0, 1), autrement

dit, a,b, ¢ sont les colonnes de M ! on calcule donc

L3 10 -1
M~ = 1 -2 8 2
2 -4 -2

la base antéduale de f; est donc a = i(?), —2,2),b= %(—10,8, —4) et c= %(—1, 2,-2).



Exercice 10.
1. Premiérement, b} est bien défini (car la décomposition sur la base {b;} est unique), ensuite, on a

by, (V Z Aib; + Z Mibi> = v + Uk

i€l i€l
donc by, est bien linéaire.

2. Soit

OZZ,uibf =

el
une combinaison linéaire finie nulle des b;, on a par définition 0 = p(bg) = py pour tout k € I, donc tous les py
sont nuls, la famille {b}} est donc libre.

3. En dimension finie, dim E* = dim E, et {b} est une famille libre de méme taille qu’une base de E, il s’agit
donc d'une base de E*.

4. Comme {b;} est une base de F, une forme linéaire sur E est exactement définie par sa valeur sur la base, ¢ est
alors définie comme la forme linéaire valant 1 sur chacun des b; (I’astuce étant que, méme si ¢ est a priori définie
par une somme infinie, la valeur de @(z) sera toujours une somme finie, car x est toujours une combinaison
linéaire finie des b;).

Enfin, ¢ ¢ Vect({b;}icr), en effet 1 € Vect({b; }icr) est une combinaison linéaire finie des b;, il existe donc un by
n’apparaissant pas dans cette combinaison (car I est infini), donc ¢(bg) = 1 # 0 = 1(b), donc ¢ # .

Exercice 11.
1. On a

eve(Ap +10) = (Ao + ¢, 2) = A, x) + (psi, z) = Aeve () + eva(¥)
par définition de I'addition (et de la multiplication scalaire) sur les formes linéaires, donc ev, € E**.
2.0n a
eVxaty(P) = (0, Az +y) = A, 2) + (9, y) = (Aevz + evy) (@)
car  est linéaire
3. Soit x € F, on a
evy =0 Vo e B (p,x) =0 2 € (E)° = {0}
donc ev est injective.
Si E est de dimension finie, on a dim £ = dim E* = dim E**, donc ev est un isomorphisme.

Si E est de dimension infinie, on a dim £** > dim E* > dim E, donc E et E*x ne peuvent pas étre isomorphes.



