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CORRECTION SEANCE 3 (28 JANVIER)

Feutlle de TD 1

Exercice 11.
1. Pour 7,7’ € Ret m,m’ € M, on a

-1lm=f1l)m=1lm=m

- (rr)mo= f(rr')m = (f(r) f(r')).m = f(r).(f(r").m) = r(r'.m)
(r+r)Ym=f(r+r)m=_0r)+f0)m=Ff0r)m+ fr')m=rm+r'.m
r.(m+m') = f(r).(m+m') = f(r).m+ f(r).m’ =rm+r.m'.

2. Pour m,m’ € M et r € R, on a

p(rm+m') = (f(r).m+m') = f(r).o(m) +(m') = r.o(m) + e(m’)
et donc ¢ est bien un morphisme de R-modules.

3. On a vu dans I’exercice précédent que tout anneau est une Z-algébre, ce qui entraine que tout R-module admet
une structure de Z-module, autrement dit est un groupe abélien, ce qui était déja présent dans la définition de
module.

Exercice 12.
1.Pour P,QQ € Ret x,y € E, on a

-l =1(u)(z) =Id(z) ==

- (PQ).x = (PQ)(u)(z) = (P(u) o Q(u))(z) = P(u)(Q(u)(x)) = P.(Q.x)

(P +Q)x = (P(u) + Qu)(z) = P(u)(z) + Qu)(z) = Pr + Q.x

P(x+vy)=Pu)(x+y) = P(u)(z)+ P(u)(y) = P.x + Py car P(u) est un endomorphisme (linéaire) de E.

2. Comme R est une k-algébre, tout R-module est un k-module par 'exercice précédent. Ensuite, on a
X.Mv+v)=AXv+ X

donc u : v — X.v est bien un endomorphisme de k-espace vectoriel.

3. Cela découle directement de la question précédente : une structure de R-module sur M revient & la donnée
d’un k-espace vectoriel E, ot 'on déclare que 'action de X est celle d’'un endomorphisme linéaire v de M
(laction de X™ est alors celle de u =wuowuowu---ou, étendue par linéarité).

4. Montrons le lemme suivant

Lemme. Un morphisme de R-modules ¢ : (E,u) — (E,v) est une application k-linéaire ¢ : E — E respectant
pou="uvop.

Démonstration. Soit ¢ : (E,u) — (F,v) un morphisme de R-modules. Comme R est une k algebre, ¢ doit (par
Pexercice précédent) étre un morphisme de k-espace vectoriel. Ensuite, on a en particulier

p(Xw) = pu(w)) = X.p(w) = v(p(w))

donc vop =pou.
Réciproquement, si ¢ o u = v o varphi, on a

vop=pou" et P(v)op=¢9oPu)VPER
Et donc p(Pw) = (po P(u))(w) = (P(v) o p)(w) = P.(¢(w)), et ¢ est bien un morphisme de R-modules. [



A présent, ¢ : (E,u) — (E,v) est un isomorphisme de R-modules si et seulement si ¢ est bijectif, donc si et
seulement si ¢’est un isomorphisme de k-espace vectoriels (autrement dit, un élément de GI(E)). On a donc que
(E,u) — (E,v) sont isomorphes si et seulement si il existe ¢ € GI(E) tel que pou =vo g, i.e pouop ! =v
ce qui est bien le résultat attendu.

5.a) Lapplication P — P.v est un morphisme de R-modules de R vers E, surjectif justement parce que E est
monogeéne. Son noyau est un sous-module de R, donc un idéal de R, donc de la forme (FPp) pour un certain
polynéme unitaire Py (car R est principal). Par le premier théoréme d’isomorphisme, on a donc E ~ R/(Fp)
pour un certain polynéme unitaire Py € k[X].

b) Par définition, Py engendre le noyau de P +— P.v = P(u)(v), comme (F,u) est engendré (comme R-module)
par v, on a

P(u)(v) =0« P(u) =0 € Endg(E)

Donc Py engendre en fait ’idéal des polynomes annulateurs de u sur F, c’est la définition du polynéme minimal.
¢). Notons B la famille v, u(v),--- ,u" 1 (v).

La famille F' est libre car . .
> Aut(v) =0= (Z Ap(") (w)(v) =0
1=0 1=0

Donc Q(X) = Z?;ol A\ X? est un polynome annulateur de u de degré n—1, donc Q = 0 (car le polynome minimal
Py doit diviser Q) : les \; sont tous nuls et F est libre.

Ensuite, F' est génératrice : dire que (F,u) est engendré par v comme R-module signifie que tout élément de FE
s’écrit Q(u)(v) pour un certain € R. En écrivant la division euclidienne Q = DP + Q, on obtient que

Q(u)(v) = (DP + Q(u))(v) = Q(u)(v)

comme deg@ < n, cet élément est bien une combinaison linéaire de la famille F', qui est donc génératrice.

d). Le polynoéme Pp est le polynome minimal d’un endomorphisme u d'un k-ev de dimension n, comme deg Py =
n, par le théoréme de Cayley Hamilton (P, divise le polynome caractéristique de u), on a bien que Py est le
polynéme caractéristique de u.

Feuille de TD 1bis

Exercice 1.

1. Soit y = p(z) € Im p, si y est en plus dans Kerp, on a p(y) = 0, mais par hypotheése, p(y) = p(p(x)) = p(x) =
y = 0, d’out le résultat.

2.Siy =p(z) € Imp, alors p(y) = p(p(z)) = p(x) = y, réciproquement, si p(y) = y, alors y € Im p par définition
(puisque c’est 'image de y).

3. On a p(z —p(z)) = p(z) — p(p(z)) = p(z) — p(z) = 0.

4. Pour tout x € M, on a z = x — p(z) + p(z), avec x — p(x) € Kerp et p(z) € Imp, donc Kerp+Imp = M, et
cette somme est directe d’aprés la question 1.

Exercice 2.

1. Si G est un supplémentaire de F, alors FF'NG = {0} et tout z € E s’écrit de maniére unique sous la forme
f+gavec feFetgegd.

On considére la restriction de E — E/F & G, on obtient un morphisme ¢ : G — E/F, envoyant g sur g. Soit
T € E/F.

Comme E = FOG,onaz = f+g,doncT = f+7 = g et ¢ est surjective. Ensuite, on a g € Ker ¢ si et seulement
si g = 0, autrement dit g € F', mais alors g € GN F = {0}, donc ¢ est injective : ¢’est un isomorphisme.

2.a) L’intersection GNKer 0 est triviale : si P est un polyndome constant, alors P(0) = 0 entraine P = 0. Ensuite,
soit P(X) € k[X], on a
P(X) = (P(X) — P(0)) + P(0)



qui est bien une décomposition sur G + Ker 0, d’ou la somme directe.
b) Par le théoréme d’isomorphisme, on sait que k[X]/Ker p ~ Im 9 = k[X], par la question 1, ceci est isomorphe
a G, qui est donc un sous-espace strict de k[X] (il ne contient pas le polynéome 1), qui lui est pourtant isomorphe.

Exercice 3.

1. On au: E — E, en composant par la projection p : E — E/F, on obtient un morphisme powu: E — E/F.
Soit x € f, on a u(x) € f, donc p(u(x)) = 0 et x € Kerpou, donc F' C Kerp o u, d’oit une factorisation
u:E/F — E/F, envoyant T sur u(x).

2. Par définition, on a wo p = p o u, donc p induit un morphisme (E,u) — (F/F,u) qui est un morphisme de
k[X]-module. Ce morphisme est surjectif, et son noyau est (F,u|r), d’ot le résultat.

3. Commengons par montrer que & est une famille libre de E/F : soit une combinaison linéaire

0= Zn: i€ = Zn: Ai€;

i=r+1 i=r+1

(la derniére égalité vient du fait que la projection E — E/F est une application linéaire). Ceci équivaut a
> i 1 Aie; € F, mais comme Vect(eq 41, ,e,) est un supplémentaire de F', ceci entraine ) 7 ., Aie; = 0,
d’ou \; = 0 car £ est une bage par hypothése.

Ensuite, on doit montrer que £ est une famille génératrice : soit T € E/F, on sait que x s’écrit sous la forme

T = 277;:1 )‘Zfl + Zzn:r_;,_l Aiei, et on a

f:i)\ime i /\iei:i/\iﬁJr i Aiei = i Ai€i
=1 =1

i=r+1 i=r+1 i=r+1

donc z est bien engendré par £, qui forme donc une base de E/F.

4. Soit f; € F, comme F est u-stable, on a u(f;) € F, donc

u(f;) = ZAi,jfj + Z Oe;
i=1

i=r+1

Soit ensuite e; € £, on a u(e;) = U(e;), donc le coefficients de u(e;) en e; est le méme que celui de %(€j) en &;.
D’ou le résultat voulu.

Exercice 4.
1. Premiérement, p est un morphisme :

plre+2') = (ra+2').m =r.(x.m) + 2'.m = r.p(z) + p(z)

par deéfinition, on a Imp = {r.m | r € R}, donc p est surjectif si et seulement si M est monogéne.
2. Sia € I est dans 'idéal annulateur de M, on a en particulier a.m = 0 = p(a) par hypothése. Réciproquement
si a € Kerp, alors p(a) = a.m = 0, mais alors, pour m’ € M, il existe r € R tel que m’ =r.m et on a

am’ =a.(rm)=r.(am)=r0=0

donc a est dans 'idéal annulateur de M.
3. C’est le théoréme d’isomorphisme appliqué au morphisme p.



