UPJV 2022-2023
L3 MATHEMATIQUES ALGORITHMIQUE ALGEBRIQUE

CORRECTION SEANCE 6 (20 OCTOBRE)

T Nombres quadratiques

Exercice 1.
1. Soit « un nombre quadratique, on a

ax? + Br+v=0
avec o, 3,7 € Z.

- Si a = 0, alors I'équation est de la forme SX + = 0, on a alors § # 0 (sans quoi ’équation est vide). On
divise alors par 8 pour obtenir z + % = 0. C’est un polynéome de degré 1 unitaire dans Q[X] dont z est racine.

- Sia#0,alors on a z2 + gac + 1 =0, c’est un polynome unitaire de degré 2 dans Q[X] dont z est une racine.
Réciproquement, si z est racine d’un polynéme unitaire de degré < 2 dans Q[X] :
a

5 0

x*+Px 4
q
En multipliant par ¢b, on obtient que z est solution du polynéme dans Z[X] :
gbX? 4+ pbX +aqg=0

ce qui prouve que x est un nombre quadratique.

2. Reprenons ’équation (1). Si A = 0, alors les solutions sont de la forme %ﬁ, qui est bien de la forme voulue
pour a = %ﬁ et d =0.Si A > 0, alors les solutions sont =5 ;Ea\/z, qui est également de la forme voulue.

3. Soit & = a + bV/d, on a z2 = a2 + b2d + 2abVd et 2ax = 2a2 + 2ab\/d donc
2% = 2ax = a® 4+ b?d + 2abVd — 2a® — 2abVd = b*d — a?

Donc 2% —2az+a? —b*d = 0, voila un polynome unitaire de degré 2 dans Q[X] qui prouve que z est quadratique.

Exercice 2.

1. Soit & un nombre quadratique. L’ensemble des polynomes de Q[X] dont = est racine forme un idéal de Q[X].
Comme Q est un corps, Q[X] est principal, et cet idéal est engendré par un polynoéme unitaire bien défini : c’est
le polynéme minimal.

2. Le polynéme minimal de = dans Q[X] est de degré 1 si et seulement si il est de la forme X + b avec b € Q.
Ce polynéme admet une seule racine —b = z, qui est donc rationnel.

3. Les racines du polynoéme minimal sont les racines (éventuellement complexes) de b. Il y en a 2 et elles sont
opposées I'une de autre, d’ot le résultat.

4. Dans lécriture x = a + bv/d, on a que z est rationnel si et seulement si d = 0. Sinon, le poylnéme minimal de
x est donné par X2 — 2ax + a® — b%d d’aprés 'exercice précédent. On a A = 4a? — 4a® + 4b*d = 4b%d > 0, les
solutions de ce polynéme sont alors

2a + 2bvd

20EMVD

On obtient donc que 'autre racine z. est égale & a — bV/d.

4. Si x n’est pas rationnel et son polynéme minimal P est de degré 2, on a

P=(X—-2)(X —x)=X?—2X —2.X +xx. = X*> - T(2)X + N(z)



5. Soit £ = a+bV/d, on a uz +v = ua+ v+ buvd, dont le conjugué est ua—+ v —buv/'d = uz.+v. De méme, on a

1 1 a—bvd

§_a+b\/g:a2—b2d

at+bvd _ 1
a?—b2d ~ xc°

dont le conjugué est

t Equation de Pell-Fermat

Exercice 3.
1. Si d = a®d’, I'équation devient
h? —d'(ak)?* = +1
Donc (h, k) est une solution de Ey si et seulement si (h, ak) est une solution de Ey, voila la bijection voulue.

+1
)

2. En divisant par k2, on obtient que Ey équivaut a Z—; —d = 77, on conclut avec une identité remarquable.

Ensuite, si (h, k) est une solution, alors h > k et % > 1, par ailleurs v/d > 1 également, d’ou

h h h 1
o < |Z - -
21k @\\]k, J&kag\ .

et le résultat voulu.

Exercice 4.
1. Par construction, les nombres h,, et k, sont des entiers, en particuliers ils sont égaux & leurs conjuqués. On a
alors (zkp—1 — hpn—1)e = (xckn—1 — hp-1)-
Pour alléger les notations, on pose k := ky—1,h := hy—1, B = hp—2, k' = kyp—2. On sait que hk' — kh/ = (—=1)".
On a alors
zk! — h'
xk —h
zk! —
= —(zk — h)(xzk — h) R
= —(wck — h) (k' — 1)
= —(wv.xkk’ — zhk’ — 2.0k + hh)
= —N(2)kk' + hh + xhk' + z.h'k
= —N(2)kk' + hh' + xhk' — zh'k
= —N(z)kk' + hh' + z(-1)"

(=1)"Vpx, = —N(zk — h)

Et on a bien que —N (x)kk’ + hh' est un rationnel (c¢’est méme un entier).

2. Si V, V' sont deux rationnels tels que Vi, — Vd et V'z,, — v/d sont des rationnels. Par soustraction, on a
Vi, —Vd—V'e, +Vd=x,(V-V")€Q. SiV —V'+#0, alors par division (comme V — V'’ € Q) on obtient
que z,, € Q, ce qui est faux : x,, = [an, any1,...] est un développement en fraction continue infini.

3. Comme V,,z;,, — v/d est un rationnel, il est égal & son conjugué :
Vnwn - \/g = (Vn‘rn - \/g)c = Vn(xn)c + \/&

On en déduit

2V/d

T — T

Volz —z) =2Vd =V, = >0




car x > x. par hypotheése. On sait déja que N(xkp,—1 — hp—1) = £1 &V, = (=1)"N(xkp—1 — hp—1) = £1,
comme V,, est positif, V,, = %1 si et seulement si V,, = 1.
4. La périodicité du développement de x en fraction continue donne z1 = [a1,...,ap] = Tmp+1 pour m € N. Si
n = mp est un multiple de p, on a

1 1

—ap— — =amp —ap €N
Tmp+1 1

Tn — T = Qmp +

Le nombre V = 1 est donc tel que z, — z = V&, — V/d est rationnel (entier). Par la question 2, on trouve alors
Vi =1.

5. On développe

(—=1)"V,, = N(xkp—1 — hp—1)

= (zkp—1 — hn—1)(Tkn—1 — hn—1)c

= (zkn—1 — hn—1)(xckn—1 — hn—1)

= xx.k? | — xehp_1kn 1 — Thy 1k, 1 +h
= N(2)kj_y — T(2)hp—1kn—1 + b

2
n—1

Le polynéome minimal de x = v/d est X2 — d, on a alors z. = —Vd, N(z) = —d,T(z) = 0. Donc (—1)"V,, =
—dk2_; +h%_|.SiV, =1 (ce qui arrive pour n = mp d’aprés la question précédente) on trouve

()" = hiq - dk?l*l
soit des solutions de I’équation de Pell-Fermat.

Exercice 5. On calcule les décompositions en fractions rationnelles de 11 et de 41 comme dans ’exercice 3. On
trouve V11 = [3,3,6] et v/41 = [6,2,2,12]. Deux solutions de la premiére équation sont alors données par

10 199
3,3]=—, [3,3,6,3] = —
[ Y ] 3 9 [ 9 9 9 ] 60
Deux solutions de la deuxiéme sont données par
32 2049
6,2,2| = —, [6,2,2,12,2,2] = ——
[ Y Y ] 5 9y [ J Y Y 9 9y ] 320



