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L3 MATHEMATIQUES ALGORITHMIQUE ALGEBRIQUE

CORRECTION DM

Exercice 1.
1. Ca se devine : on sait que 10 -2 = 20 = 1[19]. Sinon, on utilise ’algorithme d’Euclide :

19=10-1+9
10=9-1+1

Qui donne le méme résultat.

2. Par définition de cg et de D, I'entier N s’écrit 10D + ¢g, on a donc

N =10D + ¢g = 10D + 1 - ¢o[19]
= 10D +10-2- ¢o[19]
= 10(D + 2¢p)[19]

Soit le résultat annoncé.

3. Par la question précédente, N est congru a 10(D + 2¢p) modulo 19. Donc N est divisible par 19 si et seulement
si 10(D + 2¢g) est divisible par 19. De plus, comme 10 est premier avec 19, on a que 10(D + 2¢p) est divisible
par 19 si et seulement si D + 2¢q est divisible par 19. D’oi le critére voulu.

4. On pose Ny = 84721, Dy = 8472 son nombre de dizaines et cg = 1 son chiffre des unités. Par la question
précédente, N est divisible par 19 si et seulement si N1 := Dg + 2¢g = 8474 1’est.

On applique & nouveau le critére précédent a Ny = 8474, on a D1 = 847 et ¢; = 4. Donc N; est divisible par 19
si et seulement si No = 847 + 2 -4 = 855 l'est.

On applique & nouveau le critére précédent a No = 855, on a Dy = 85 et co = 5. Donc N est divisible par 19 si
et seulement si N3 =85+ 2 -5 = 95 est.

On applique & nouveau le critére précédent & N3 = 95, on a D3 = 9 et c3 = 5. Donc N3 est divisible par 19 si
et seulement si Ny = 9 + 10 = 19 est.

Comme 19 est évidemment divisible par lui-méme, on trouve que No, N1 et Ny sont divisibles par 19.

5. L’hypothése est que 10 soit inversible modulo m, autrement dit que m et 10 soient premiers entre eux.

6. On reprend le raisonnement de la question 2 : on a toujours N = 10D + ¢g, et donc

N =10D + ¢op = 10D + 1 - ¢o[m]
= 10D + 10 - ¢ - ¢o[m)]
= 10(D + lco)[m)]

7. On reprend le raisonnement de la question 3 : comme N = 10(D + fcg)[m], on a que N est divisible par m si
et seulement si 10(D + £cg) I'est. Or comme 10 est inversible modulo m, on a

10(D + leg) = 0[m] < £ - 10(D + Leg) = D + Leg[m)]

D’ou le critére suivant : N est divisible par m si et seulement si D + fcy est divisible par m.

Exercice 2.
On note 0 le jour présent, de sorte que l'indice de demain est 1 et celui d’hier est —1. Les jours x ot Pompon



rentre chez lui sont régis par I’équation = = 7[23] car il viendra mercredi prochain (dans 7 jours) et il rentre tous
les 23 jours. De méme, les jours y que Aurélien passe chez lui sont régis par ’équation y = —1[7].
Les jours ou Pompon et Aurélien sont chez eux le méme jours sont donc les solutions d du systéme de

congruence
d = 7[23]
= —1[7]

Comme 23 et 7 sont premiers entre eux, les solutions de ce systéme sont égales modulo 23V 7 = 161. On cherche
une solution particuliére & notre systéme : on pose donc d =7 + 23p = —1 4 7q et on obtient

—23p+T7q =38
Pour trouver une solution a cette équation, on utilise ’algorithme d’Euclide :

23=7-3+2
7T=2-3+1

On obtient 1 =7-2-3=7—-(23-7-3)-3=7—-23-34+7-9=7-10—-23-3. On pose donc p=8-—-3 = —24
ou ¢ = 10-8 = 80 (¢a revient au méme), et on a d = —1 4+ 7¢ = —1 + 560 = 559.

Les solutions du systéme sont exactement les entiers congrus a 559 modulo [161]. Le plus petit entier positif
respectant cette derniére équation est 559 — 3 - 161 = 76 + 775 = 76. On obtient donc que Pompon et Aurélien
se retrouverons dans 76 jours, et ensuite tous les 161 jours.

Exercice 3. (Frobenius)
1. On rappelle que

() = wm

Comime p est un nombre premier, on a que p divise (i) si et seulement si p divise p! et p ne divise pas k!(p — k)!.

Par le lemme d’Euclide, p divise k!(p— k) si et seulement si il divise k! ou (p—k)!. Or,si k ¢ {0,p},onak < pet
p —k < p. Une fois encore par le Lemme d’Euclide, on trouve que si p divise k!, alors p divise un des facteurs de
k!, donc un entier < p : ¢’est impossible, et de méme pour (p — k)!. Ainsi, si k ¢ {0,p}, p ne divise pas k!(p — k)!
et donc p divise (1,;)

2. On commence par montrer que ¢ est un morphisme de groupes de (A, +) vers lui-méme : Soient x,y € A,
comme A est commutatif, on a la formule du binéme :

(x+y)P = i (i) ST

k=0

Comme A est de caractéristique p, on a par définition p(= p-14) = 0 dans A. Or d’apreés la question précédente,
(z) est divisible par p si k ¢ {0, p}, donc les termes correspondants de la somme sont en fait nuls dans A, d’ou

(x+y)P = (g) 2Oy + <§> aPy = 2P 4 yP
et ¢ est bien un morphisme de groupes. Le reste de la définition de morphisme d’anneau se vérifie trés facilement :
d(1a) =15 =14 et ¢(xy) = (zy)? = 2Py? car = et y commutent.

Dans Z/pZ, le morphisme de Frobenius est trivial : en effet le théoréme de Fermat nous donne a? = a[p] pour
tout entier a, autrement dit a? = a dans Z/pZ.

3. Ca découle immédiatement de la question précédente : X et XP sont deux polynomes distincts dans Z/pZ[X]
(ils n’ont pas le méme degré), pourtant les fonctions

z—z et z— 2P

définies sur Z/pZ sont égales. Les notions de “polynéomes” et de “fonctions polynomiales” ne sont pas identiques
sur les corps finis.



Exercice 4.
1. On utilise l'algorithme d’Euclide

119 =32-3423

32=23-14+9

23=9-2+5
9=5-1+4
5=4-1+1
4=1-44+0

Donc 12 =[3,1,2,1,1,4]. Pour —
par extralre sa partie entiere

39, il faut faire attention comme il s’agit d’un nombre négatif : on commence

2_—78<—46<—39_ .
-39 39 39

Donc le premiére terme du développement en fraction continue est —2, on prend ensuite

6,2
39 39

ATTENTION! Il ne faut pas faire le développement de 2 39, mais celui de 3 32, en effet

—46 032, 1 39
39 39 1 732
A nouveau algorithme d’Euclide :
30=32-1+7
32="7-4+4
7T=4-1+3
4=3-1+1
3=1-3+0
On a donc 33 =[1,4,1,1,3] et 5% = [-2,1,4,1,1,3].

2. On utilise la relation [a,b,c] = [a, b+ ;] a répétitions :

3,1,1,4,1,3] = |3,1,1,4,1 +

4
=13,1,1,4, -
:l |:77773:|

[ 3 19
= 3,1,1,4+4} = [3,1,1,]

4
[ 4 2

2] [ 5

42

W =




1 9
[—5,1,3,2,4] = —5,1,3,2+4} = {—5,1,3, 4]

4 31
= |-51,3+-| = |-51,=
77+9} [779:|

9 40
—|-51+ 2| =|—5 =
> +3J [ 5’31}

31 -169
40 40

=5+

3. C’est une fraction continue finie, qui correspond donc & un nombre rationnel. Or 7 n’est pas rationnel.

4. En mettant a + = y/n au carré, on obtient

(a+z)* =da® + 20z + 2° = n & 2azx + 22 = n — d*

& 20+ )z =n —d?

n—a2

=T =
20+ x

Bien-sir, ceci est possible car 2a +x > 0 (en effet, n > 1 donne y/n > 1). En posant f(t) :=

f(x) = z, donc pour tout i € N*, fi(x) = 2. Ainsi,
Vn=a+x=a+ fi(z) Vi e N*

soit le résultat voulu.

5. 0n a 5% = 25 < 27 < 36 = 62, donc la partie entiére de v/27 est 5. On a alors

1
V27 =5+ (V27 - 5) = [5]
( ) V27 -5
Par 'expression conjuguée, on a

1 V2T+5 V2745
V27T—-5 271—-25 2

Comme la partie entiére de /27 est 5, celle de 27 + 5 est 10 et celle de @ est 5, d’olt

o[-

577 y T = -
V27T -5 2 2 V27T —5

Toujours par expression conjuguée, on a

2 2VIT+10 _ pom
- =V27+5
V27T -5 2

La partie entiére de v/27 + 5 est 10, et on a

2 1
55— | = |5,5,V2T+5| = [5,5,10,]
[ \/27—5] | } V27— 5

On retombe sur ——

que l'on a déja traité : on a vu

V27-5’
1 1
- = [5,10, —| = (5,10
V27T -5 [ \/27—5} [ }

et donc V27 = [5,5,10].

n—a?
2a+t

on obtient



